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 فصل اول  

 وضعیت یک نقطه نسبت به دایره  

OAقرار دارد، اگر و تنها اگر  C(O,R)درون دایرۀ   Aنقطۀ  الف( R   .باشد 
OMقرار دارد، اگر و تنها اگر  C(O,R)روی دایرۀ   Mنقطۀ  ب( R=   .باشد 
OBقرار دارد، اگر و تنها اگر  C(O,R)بیرون دایرۀ  Bنقطۀ  پ( R   .باشد 

 

 وضعیت یک خط نسبت به دایره 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 وتر  در دایره  

 کند.  های نظیر آن وتر را نصف میدر هر دایره، قطر عمود بر هر وتر، آن وتر و کمانالف( 
 کند.  گاه بر آن وتر عمود است و کمان نظیر آن وتر را نیز نصف می در هر دایره، اگر یک قطر، وتری از آن دایره را نصف کند، آن  ب(
 کند. گاه بر وتر نظیر آن قطر عمود بوده و آن را نصف می در هر دایره، اگر یک قطر، کمانی از آن دایره را نصف کند، آن  پ(

 های وترویژگی 

 ها برابر باشند. های آن در یک دایره، دو وتر برابر یکدیگرند، اگر و تنها اگر کمان  الف(
 AB A B AB A B   =  = 

 
 

 ها برابر باشد.  تر برابر یکدیگرند، اگر و تنها اگر فاصلۀ مرکز دایره از آن ودر یک دایره، دو  ب(
 

AB A B OH OH  =  = 
 

 
ABتر است و برعکس. در شکل زیر اگر تر دارد و به مرکز دایره نزدیک تر است، کمان بزرگ که بزرگ از دو وتر نامساوی در دایره، آن  CDگاه:  ، آن 

 
 AB CD AB CD OH OH     

 
 
 

 های محصور بین دو وتر موازی کمان  

 ها مساوی باشد.  های محدود بین آن ن اند، اگر و تنها اگر کمادو وتر از یک دایره موازی 
 

 AB CD AC BD = 
 
 

 

 

 

 

 اوضاع خط و دایره 
 متخارج  مماس متقاطع  
OH r OH r= OH r 

= = تعداد نقاط اشتراک 2  تعداد نقاط اشتراک 0= تعداد نقاط اشتراک 1
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 زاویۀ مرکزی 

 روی آن است.  های دایره هستند و اندازۀ این زاویه برابر با کمان روبه ای است که رأس آن بر مرکز دایره واقع است و دو ضلع آن شعاعزاویۀ مرکزی، زاویه 
 

ˆAOB AB=  مرکزی 
 
 

 زاویۀ محاطی  

 روی آن است.  ن روبه ۀ کماای است که رأس آن روی دایره و اضلاع آن شامل دو وتر از دایره باشند. اندازۀ هر زاویۀ محاطی برابر نصف انداززاویه
 
BC

Â =
2

 

 

 زاویۀ ظلی 
ی برابر نصف اندازۀ  ای است که رأس آن روی دایره قرار دارد و یکی از اضلاع آن شامل وتری از دایره و ضلع دیگر آن مماس بر دایره است. اندازۀ هر زاویۀ ظلزاویه

 روی آن است.  کمان روبه 
ABˆBAx =
2

 

 

 طول کمانی از دایره 

 باشد، داریم:   ABاندازۀ کمان Lآن کمان، رابطۀ مستقیم دارد. در شکل مقابل، اگر  طول یک کمان با اندازۀ زاویۀ مرکزی مقابل به  
( ).برحسب درجه است 

L R
L

R

  
=  =

  360 2 180
 

 

 مساحت قطاعی از دایره 
 مساحت قطاع هاشور خورده باشد، داریم:   Sمساحت یک قطاع با اندازۀ زاویۀ مرکزی آن قطاع، رابطۀ مستقیم دارد. در شکل مقابل، اگر 

( ).برحسب درجه است 

S R
S

R

  
=  =

 

2

2360 360
 

 

 زاویۀ بین دو وتر  
 گاه داریم: ند، آن درون دایره متقاطع باش   Mدر نقطۀ  CDو  ABاگر دو وتر 

 
 AC BD

M̂
+

=
2

 

 

 زاویۀ بین امتداد دو وتر 
 گاه داریم: کنند، آن  خارج دایره قطع Mیکدیگر را در نقطۀ  CDو  ABاگر دو وتر 

 
 AC BD

M̂
−

=
2
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 زاویۀ بین مماس و امتداد یک وتر 
 گاه داریم: قطع کند، آن  M، خط مماس بر دایره را در نقطۀ ABاگر امتداد وتر 

 
 AT BT

M̂
−

=
2

 

 زاویۀ بین دو مماس  

 گاه داریم: را بر دایره رسم کنیم، آن MTو  MT، دو مماس Mاگر از نقطۀ 
 

 TAT TBT
M̂

 −
=

2
 

 
 

 توجه:   

 است.  N̂وM̂میانگین زاویۀ  xدر شکل مقابل، زاویۀ 
ˆ ˆM N

x
+

=
2

 

 

 وترهای متقاطع  
 ضرب دو قطعۀ وتر دیگر برابر است.  ضرب دو قطعۀ یک وتر با حاصل گاه حاصل اگر دو وتر درون دایره یا امتداد دو وتر در بیرون دایره، متقاطع باشند، آن 

 
 
 
 
 
 

MA MA MB MB  =  

 قاطع و مماس  
 ضرب دو قطعۀ قاطع برابر است.  گاه مربع طول مماس با حاصل ای، مماس و قاطعی بر دایره رسم شود، آن اگر از یک نقطه خارج دایره 

 

MT MA MB= 2 
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 های دو دایره نسبت به همحالت 
Cو C(O,R)دو دایرۀ  (O ,R )    را با فرضOO d به صورت زیر   ،توانند نسبت به هم داشته باشندمی  هدایر  های مختلفی که این دوگیریم. حالت در نظر می  =

 است:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 مماس مشترک دو دایره 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

d دو دایرۀ برون هم )متخارج(  R R + 

 
 
 
 

d دو دایرۀ مماس برون  R R= + 

 
 
 
 

R دو دایرۀ متقاطع  R d R R −   + 

 
 
 
 

d دو دایرۀ مماس درون  R R= − 
 
 
 

d دو دایرۀ متداخل  R R − 
 
 
 

d مرکز دودایرۀ هم =0 

 
 
 
 

 

 متداخل  مماس داخل  متقاطع  مماس خارج متخارج  وضعیت 

  شکل 
 
 

    

تعداد مماس 
 های داخلی مشترک 

2 1 0 0 0 

تعداد مماس 
 های خارجیمشترک 

2 2 2 1 0 

 

 مماس مشترک خارجی  مماس مشترک داخلی 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

L d (R R ) = − +2 2 L d (R R )= − −2 2 
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 المرکزین های دو دایره و خطهمرسی مماس مشترک 
المرکزین دو ای داخلی و خط هاند. همچنین مماس مشترکدو دایره همرس  نالمرکزیهای خارجی و خط گاه مماس مشترکهای دو دایره نابرابر باشند، آن اگر شعاع 

 کند.  ها تقسیم می المرکزین دو دایره را به نسبت شعاع المرکزین، خطهای خارجی یا داخلی و خط مشترک همرسی مماس  ۀ اند. نقطدایره همرس
 

 
OM R

O M R
=

 
 

 
 
 

OM R

O M R
=

 
 

 

 چندضلعی محاطی  
 نامیم. ای باشد که از همۀ رئوس آن بگذرد، در این صورت دایره را دایرۀ محیطی آن چندضلعی می قط اگر دایره فگوییم اگر و  چندضلعی را محاطی می 

 های آن در یک نقطه، همرس باشند.  های همۀ ضلع یک چندضلعی محاطی است، اگر و تنها اگر عمودمنصف نتیجه: 
 
 
 
 
 

 چندضلعی محیطی  
 نامیم.  اضلاع آن مماس باشد، در این صورت دایره را دایرۀ محاطی آن چندضلعی می   ۀای باشد که بر همگوییم اگر و فقط اگر دایره را محیطی می  چندضلعی 

 های آن در یک نقطه همرس باشند.  یک چندضلعی محیطی است، اگر و تنها اگر نیمسازهای داخلی همۀ زاویه نتیجه:
 
 
 
 
 
 

 طلایی نکته 

گاهباشد، آن  rو شعاع دایرۀ محاطی آن P2، محیط آن Sاگر مساحت یک چندضلعی محیطی برابر 
S

r
P

= . 

 های محیطی و محاطی مثلث دایره 

ای  ای است که از سه رأس یک مثلث به یک فاصله است، پس اگر دایرهها تنها نقطه اند و نقطۀ همرسی عمودمنصف های اضلاع هر مثلث همرسعمودمنصف  الف(
 گذرد، یعنی دایرۀ محیطی مثلث است.  به مرکز نقطۀ تلاقی سه عمودمنصف به شعاع فاصلۀ این نقطه تا یک رأس رسم کنیم، این دایره از هر سه رأس مثلث می 

 
 
 
 
 

اند و نقطۀ همرسی نیمسازها از هر سه ضلع مثلث به یک فاصله است. مرکز دایرۀ محاطی داخلی مثلث، نقطۀ همرسی نیمسازهای زوایای داخلی هر مثلث همرس  ب(
نصف محیط مثلث باشد، شعاع    Pمساحت و    Sشود، فاصلۀ این نقطه از هر یک از سه ضلع مثلث است. اگر  نمایش داده می   rسه نیمساز است و شعاع دایره که با  

Sدایرۀ محاطی داخلی مثلث از رابطۀ 
r

P
 شود.  محاسبه می  =
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 طلایی نکته  

 آیند: سازد، از روابط زیر به دست می می  مثلثطول قطعاتی که دایرۀ محاطی روی اضلاع 
AM AQ P a

BM BN P b

CN CQ P c

= = −

= = −

= = −

 

 

 طلایی نکته 

 آید:  های زیر به دست می ها به صورت نصف محیط مثلث باشد، شعاع این دایره  pهر مثلث مطابق شکل، سه دایرۀ محاطی خارجی دارد، اگر  
 

a b c
S S S

r r r
P a P b P c

= = =
− − −

 

 
 
 

 طلایی نکته 

 آیند:  سازد، از روابط زیر به دست می روی این ضلع و امتداد دو ضلع دیگر می   BC، طول قطعاتی که دایرۀ محاطی خارجی نظیر ضلع ABCدر مثلث 
 

BM BN P c

CQ CN P b

AM AQ P

= = −

= = −

= =

 

 

 چهارضلعی محاطی  
 یک چهارضلعی محاطی است اگر و فقط اگر هر دو زاویۀ مقابل آن مکمل باشند. 

 
ˆ ˆ ˆ ˆA C B D + = + = 180 چهارضلعیABCD  .محاطی است 

 
 

 توجه:   

 اند.  الساقین همواره محاطی های معروف، مربع، مستطیل و ذوزنقۀ متساوی بین چهارضلعی 

 چهارضلعی محیطی  
 رو داریم: ین، در شکل روبه اهای دو ضلع دیگر باشد، بنابر های دو ضلع مقابل برابر با مجموع اندازه ی محیطی است اگر و فقط اگر مجموع اندازه عیک چهارضل

 
AB DC AD BC + =  .محیطی است ABCDچهارضلعی +

 
 
 

 توجه:   

 اند.  های معروف، مربع، لوزی و کایت همواره محیطی بین چهارضلعی 

 های منتظم چندضلعی 
الاضلاع سه ضلعی اندازه باشند. به عنوان مثال مثلث متساوی های آن نیز هماندازه و تمام زاویههای آن همنامند، هرگاه تمام ضلعیک چندضلعی محدب را منتظم می 

 منتظم و مربع چهارضلعی منتظم است. 
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 طلایی نکته  

 گاه: محاط شده باشد، آن   Rدرون دایره به شعاع   Sو مساحت  aضلعی منتظمی به ضلع   nاگر  

a R.sin( ) S n( R R sin )
n n

 
= =   

180 1 360
2

2
 

 

 طلایی نکته 

 گاه:  محیط شده باشد، آن  rای به شعاع بر دایره  Sو مساحت  aضلعی منتظمی به ضلع nاگر  
r.a

a r. tan( ) S n( )
n


= =

180
2

2
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 فصل دوم 

 ها های آنتبدیل و ویژگی 
 توانند موقعیت )جایگاه شکل در صفحه( یا اندازۀ شکل را تغییر دهند.  ها میتبدیل 

 گوییم. های هندسی می های بازتاب، دوران و تجانس تبدیل به تبدیل 
 کند و برعکس. نظیر می  Pرا از صفحۀ A، دقیقاً یک نقطه مانند Pاز صفحۀ    A، تابعی است که به هر نقطۀ Pدر صفحۀ  Tتبدیل  تبدیل:

 است.    P هاز صفح  A، تصویر دقیقاً یک نقطۀ Pاز صفحۀ  Aهر نقطۀ 
T(A)نامند. به عبارتی اگر داشته باشیمکنند، تبدیلات طولپا )ایزومتری( می خط را حفظ می هایی که طول پاره تبدیل  طولپایی )ایزومتری(: A= وT(B) B= ،

ABگاه داریم: آن  A B = 
 نامند.  شود، نقطۀ ثابت تبدیل می خود آن نقطه منطبق می  آن بر ۀای را که تبدیل یافت در هر تبدیل، نقطه  نقطۀ ثابت تبدیل:

T(A)داشته باشیم:   P  ۀاز صفح Aرا تبدیل همانی گوییم، هرگاه به ازای هر نقطۀ   Tتبدیل تبدیل همانی:  A= 

 های بازتاب نسبت به خط ویژگی 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 های بازتاب نسبت به خط ویژگی

ABCD  ساعتگرد وA B C D    پادساعتگرد 

 اند. اندازه اش، همیافته خط و تبدیل بازتاب نسبت به خط، ایزومتری است، یعنی پاره  (1

کند، بازتاب تنها در صورتی شیب خط را حفظ  پا نیست یعنی شیب خط را لزوماً حفظ نمی بازتاب شیب ( 2
 کند که خط موازی با محور بازتاب یا عمود بر آن باشد.  می 
 پا نیست. بازتاب نسبت به خط، جهت  (3

 ماند.  ها ثابت میدر بازتاب محوری، اندازۀ زاویه  (4

 در بازتاب نسبت به یک خط، شکل و تصویرش با هم همنهشت هستند.  (5

تحت   Aنیز تصویر نقطۀ  Aباشد، نقطۀ  dتحت بازتاب نسبت به خط   Aتصویر نقطۀ Aاگر نقطه  (6
S(A)یک تبدیل بازتاب باشد و داشته باشیم    Sشود، یعنی اگر محسوب می  dبازتاب نسبت به خط  A= ،

S(Aگاهآن  ) A  خواهد بود. =

 

 های انتقال ویژگی

 

 پا )ایزومتری( است.  انتقال، طول  (1

 پا است. انتقال، شیب ( 2

 پا است. انتقال، جهت  (3

 ماند. در انتقال، اندازۀ زاویه ثابت می  (4

 اش همواره همنهشت هستند. یافته یک شکل و انتقال ( 5
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